
Poznámky a p°íklady. 1. Leviho v¥tu snadno zobecníme pro {fn} ⊂ Ld

2. V po£etní praxi je uºite£ná následující verze pro °ady: nech´ {fn} ⊂ Ld

je posloupnost nezáporných funkcí a nech´ lim
n→∞

∫ n∑
k=1

fn < ∞. Potom

f =

∞∑
n=1

fn ∈ Ld a

∞∑
n=1

∫
fn =

∫
f.

3. Leviho v¥ta platí rovn¥º pro Md, pokud p°ipustíme funkce s nevlastními
hodnotami.

4. pro {fn} ⊂ Md rovn¥º platí lim sup
n→∞

fn ∈ Md a lim sup
n→∞

fn ∈ Md (op¥t,

pokud p°ipustíme funkce s nevlastními hodnotami).

V¥ta 1 (Lebesgueova o majorant¥). Nech´ {fn} je posloupnost funkcí z Ln,
fn → f s.v. a existuje g ∈ Ln, ºe |fn| ≤ g s.v., n ∈ N. Potom f ∈ Ln a∫

f = lim
n→∞

∫
fn.

Základy teorie míry

Lebesgue·v integrál snadno roz²í°íme na n¥které m¥°itelné (ale ne nutn¥ inte-
grovatelné funkce). Pokud f ∈ M+

d \ L
+
d , potom de�nujeme

∫
f = ∞, pokud

f = f1 − f2, pro f1, f2 ∈ L+
d , potom de�nujeme

∫
f =

∫
f1 −

∫
f2, má-li pravá

strana smysl. Prostor v²ech funkcí, pro které je Lebesgue·v integrál de�nován
po tomto roz²í°ení budeme zna£it L∗d (zjevn¥ platí Ld ( L∗d).

De�nice 2 (m¥°itelná mnoºina a Lebesgueova míra). Mnoºinu A ⊆ Rd nazveme
m¥°itelnou, pokud χA ∈Md. Systém v²ech m¥°itelných podmnoºin Rd budeme
zna£it Λd.

Lebesgueovu míru mnoºiny A ∈ Λd pak de�nujeme jako λd(A) =

∫
χA.

Poznámky a p°íklady. 1. Kaºdý interval v Rd je m¥°itelná mnoºina, jed-
nobodová mnoºina je m¥°itelná, uzav°ené i otev°ené mnoºiny jsou m¥°i-
telné.

2. Sjednocení a pr·nik a dopln¥k m¥°itelných mnoºin je m¥°itelná mnoºina.

3. Pro {An} ⊂ Λd platí

∞⋃
n=1

An ∈ Λd.

4. λd(I) = Vold(I) (Lebesgueovu míru interpretujeme jako velikost - plochu,
objem - mnoºiny), otev°ené a uzav°ené mnoºiny pat°í do Ld.
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5. Pro {An} ⊂ Λd po dvou disjunktní platí λd(

∞⋃
n=1

An)

∞∑
n=1

λd(Am).

De�nice 3 (σ-algebra a míra). Je-li Σ systém podmnoºin mnoºiny X, nazveme
jej σ-algebrou, pokud platí

1. ∅, X ∈ Σ,

2. A,B ∈ Σ, potom A \B ∈ Σ,

3. An ∈ Σ, n ∈ N, potom
⋃
An ∈ Σ.

Dvojici (X,Σ) nazýváme m¥°itelným prostorem. Zobrazení µ : Σ → [0,∞]
nazveme mírou, pokud platí

1. µ(∅) = 0,

2. jsou-li An ∈ Σ, n ∈ N, po dvou disjunktní, potom µ
(⋃

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Trojici (X,Σ, µ) nazýváme prostor s mírou.
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